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� � 摘 � 要: � 本文分析了基于地球重力场和磁场矢量观测进行姿态测量的算法存在的不足,提出了一种新的基于四

元数的递推优化估计算法,算法本身内蕴保证了四元数估计值具有单位长度, 在结合载体动态实现递推估计的同时,

消除了现有递推算法中要求准确已知当地地磁矢量的限制, 并可同步提供载体姿态的角速率信息.仿真结果表明了所

提算法可以明显地提高测量精度.
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Abstract: � To cover the shortage of the existing attitude determination algorithms based on the gravitational field and geomag�
netic field vectors observation, a new quaternion- based recursive optimal estimation algorithm is proposed.The unit length of the esti�

mated quaternion is guarantied inherently in the new algorithm.The algorithm eliminates the limitation of knowing the exact geomagnet�
ic field vector which is required in the former recursive estimation algorithms. And the attitude- rate information can be synchronously

provided. The simulation results show that the presented method can markedly improve the measuring accuracy.

Key words: � attitude determination; nonlinear estimation; gravity acceleration; geomagnetic field; quaternion

1 � 引言

� � 姿态测量是现代导航、制导、控制等许多领域的一个重要

问题.高精度的实时姿态测量通常采用由陀螺仪和加速度计

组成的惯性系统.高精度高稳定性的陀螺成本很高, 难以在成

本敏感的场合推广应用,因此, 在许多工程应用中是通过对地

球重力场和磁场矢量的观测来确定姿态. 随着技术的不断发

展,当前已经具备了低成本、固态化的地球重力场和磁场的测

量手段,使得以三轴重力加速度计和三轴磁强计为传感器的

姿态测量系统得以广泛应用[ 1~ 4] .

基于地球重力场和磁场的姿态测量算法可归为两类: 一

类是基于几何关系直接计算;另一类是递推滤波方法. 第一类

方法中,最简单的是首先根据重力矢量观测值计算出倾斜角,

然后结合地磁矢量观测值计算出航向角,这种方法中, 没有进

行优化处理,且很小的倾斜角误差就可能引起较大的航向误

差[1, 3] ; 当参考坐标系中的矢量准确已知时,可采用矢量匹配

的方法,即求解经典的Wahba问题,目前最常用的是四元数估

计算法( QUEST ) [ 5] , 它可以获得单次观测的最优解, 但却无法

利用系统动态信息和历史观测信息 ,不能通过动态滤波改善

测量精度,也不能同时估计姿态速率等其他参量. 第二类算法

中主要有扩展卡尔曼滤波器( EKF) [ 6]、递推四元数估计( REQ

UEST) [ 7]、和扩展四元数估计 ( EQE) [8]等. EKF 方法是基于对

非线性方程的线性化, 当系统具有强非线性时, 线性化可能引

起大的误差甚至造成滤波器的不稳定; REQUEST 是一种类

EKF 方法, 它在每一步中应用 QUEST 算法, 可以得到比传统

的 EKF 更高的精度, 但却难于扩展估计其它参量; EQE 结合

了 REQUEST 和EKF的优点, 但它同样不能避免线性化带来的

问题.最近, Gebre�Egziabher 等[ 4]通过选择误差四元数作为状

态变量, 采用时变卡尔曼滤波进行求解.

在现有递推算法中, 均要求参考坐标系中的重力矢量和

地磁矢量必须准确已知.而对多数工程实际中的姿态测量而

言, 重力矢量可以认为是已知的,而当地地磁矢量则不能认为

准确已知, 因而限制了这些算法的应用.

针对现有算法存在的不足, 本文提出了一种新的姿态测

量优化递推估计算法, 能够结合载体动态实现递推估计, 并消

除了要求准确已知当地地磁矢量的限制, 在明显提高测量精

度的同时, 还可同步估计姿态速率信息.

2 � 系统动态

� � 四元数姿态表达式是描述姿态的最小非奇异参数集, 是

一种四参数的表达式, 表示从一个坐标系向另一个坐标系的

变换,可以用绕某一单位矢量的单次旋转实现. 单位四元数
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, �表示四元数乘运算.

方程(1)的离散解可以写作:
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!∀q( k ) (2)
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假定很小采样间隔 T 内角速度为常值, 可以得到 !∀=

 b
kT , !∀0= ! �b

kT ! .

为了避免使用不确定性的载体动态模型,引入载体系的

角加速度矢量��b 并合理地假设其动态模型为一阶高斯�马尔

科夫过程[9] ,即:

�
∀∀ b= - #��b+ w (4)

其中, # = diag{ 1/ ∃x � 1/ ∃y � 1/ ∃z } , { ∃i }
z
i= x为对应轴指数相关

时间常数, 其选取与载体姿态运动动态有关, 增大其值, 跟踪

响应速度降低,但却能更好地平滑输出噪声, 减小其值, 可以

改善跟踪性能,但同时也使得对噪声更加敏感 . w为零均值的

白噪声,其方差矩阵为 Qw= 2 # # 2, # = diag{ %x � %y � %z } ,

{ %i}
z
i= x可按照角加速度的概率模型确定. 若{��b

i }
z
i= x等于��b

iM

和- ��b
iM的概率均为 pMi , 等于零的概率均为 p 0 i, 除此之外在

[ - ��b
iM ,��b

iM ]均匀分布,则有:

%2
i=
��b

iM

3
( 1+ 4pMi- p 0i ) (5)

将参考坐标系选为磁导航坐标系 (磁北�磁东�下) , 则地

球重力场和磁场矢量在参考系中分别表示为: An= [ 0 � 0 �

g] T 和Mn= [ H cos&� 0 � H sin&] , 其中, g 为重力加速度, 为

已知量; H 和&分别为当地地磁场强度和磁倾角, 在一定的地

理区域内可以认为是常量,但并不确知其数值, 可将它们看作

平稳过程纳入状态向量进行处理,即:

H k+ 1= H k+ wH (6)

&k+ 1= &k+ w& (7)

过程噪声 wH 和w&是均值为零,方差为 %2
H 和%2

H 的白噪声.

选取 x= [ qT � �bT � ��bT � H � &] T 为状态向量 ,可写出

系统的过程方程:

xk+ 1=
f ( x 1k , x 2k , ∃, x 7k )

[ O8 % 4 � ∋ ]
+

O4 % 5

(
wk (8)

其中, ∋ 和 ( 分别为连续系统矩阵
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Q3 %3 I3% 3 Q3 % 2

Q3 %3 # Q3% 2

Q2 %3 Q2 % 3 Q2 % 2

, G=

Q3 % 3 Q3 % 2

I3% 3 Q3 % 2

Q2 % 3 I2 % 2

对应的离散

化矩阵, f (∀)为式(3)表示的非线性方程,过程噪声向量 wk 为

零均值白噪声, 其协方差矩阵 Qk 由%2
H、%

2
&和 Qw 决定.

选取载体坐标系的重力矢量和地磁矢量 y= [ ( Mb) T �
( Ab ) T] T 为观测向量,可写出系统的观测方程 :

yk=
Cb

nk

x 11k cosx 12k

x 11 ksinx 12k

Cb
nkA

n

+ vk (9)

其中, 观测噪声向量 vk 为协方差矩阵为Rk 的零均值白噪声;

Cb
nk为将 x 1k- x 4k对应代入姿态矩阵:

Cb
n=

2q2
0+ 2q 2

1- 1 2( q1q2+ q 0q3 ) 2( q 1q3- q 0q2)

2( q1q 2+ q1q 3) 2q 2
0+ 2q2

2- 1 2( q 2q3- q 0q1)

2( q1q 3+ q0q 2) 2( q2q3- q 0q1 ) 2q 2
0+ 2q2

3- 1

3 � 姿态估计算法

� � 由式( 8)、(9)描述的系统为一强非线性系统. 对于非线性

系统, 扩展卡尔曼滤波(EKF)是近二十年来的经典算法, 但它

具有两个明显的的缺点: 一是 Jacobian 矩阵推导的复杂性使

得许多应用非常困难; 二是当时间步长不足够小而使得局部

线性的假设不成立时, 线性化可能造成滤波器的不稳定. 近几

年来, Julier等[ 10]基于近似一个分布比近似一个任意的非线

性函数容易的观点, 提出了一种卡尔曼滤波向非线性系统扩

展的新方法, 称作 Unscented 卡尔曼滤波 (UKF) . 与 EKF中采

用 Jacobian 矩阵进行线性化不同, UKF通过一组仔细选择的

确定性采样点(西格马点)来捕获系统的相关统计参量, 将非

线性映射直接作用于各西格马点, 根据映射后的点集重建统

计参量, 然后根据新的统计参量重新选择西格马点集并重复

上述过程. 这种方法可以在不必对非线性映射近似的情况下,

使一个随机变量的分布按非线性映射递推传播. UKF 一直引

起人们的关注和研究, 它在捕捉到系统状态的二阶矩情况下,

与 EKF 具有同等的计算复杂度, 且具有比 EKF 更优的性

能[ 11] .本文采用 UKF对姿态进行优化估计.

3 1� 姿态四元数均值与协方差计算
UKF算法中需要采用西格马点方法递推计算状态估计值

的均值与协方差,由于姿态四元数构成的是齐性黎曼空间而不

是欧氏空间,因此其均值不能采用标准 UKF 中的加权重心算

法直接进行计算,本文采用下面说明的梯度算法[ 12]进行计算.

为叙述方便, 对于 s, q � H1 , v � R 3,定义: logq & �n= v,

expv= exp( �n) &
cos( �/ 2)

nsin( �/ 2)
= q. 记 log q ( s) = log ( s �

q- 1) , expq( v) = exp( v) � q,利用下列算法计算{ qi}的均值 q

和协方差矩阵 Pq
[12] :

∋ 初始化: q= q0 ;

( 主循环: 对于 i = 0, 1, ∃, 2n( n 为状态向量的维数) , 计

算 xi= logq ( qi ) ; 令 v= #
2n

i= 0

w ix i; q = expq ( v ) ; 其中 w i 为 UKF
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中的加权系数,对本例, w0= 0,其它 w i= 1/ 22.

) 如果! v!足够小或超过最大迭代次数,终止循环, 输

出 q;否则, 继续循环.

∗利用最后一次循环的 xi 值计算协方差矩阵: Pq=

#
2n

i= 0

w ix ix
T
i .

3 2 � 四元数�UKF 算法

根据前面的结论,基于四元数的 UKF姿态估计算法为:

∋ 初始化

k= 1, 利用初次测量值得到 x̂ 0, 给定 P0= I11. 虽然状态

向量中有 12个元素, 但由于四元数的单位长度限制 ,其自由

度仅为 3,因此状态估计值的协方差矩阵为 11阶正定阵.

( 时间更新

对 x̂k- 1中的四元数部分利用 3. 1中定义的 log函数变换

为 R3 中的向量后与其它状态组成 x̂+k- 1 , 根据 x̂+k- 1和 Pk- 1

按式(10)计算确定西格马点集 )+k- 1.

)+k- 1= [ x̂+k- 1 x̂+k- 1+ ∗ Pk- 1 x̂+k- 1- ∗ Pk- 1 ] (10)

其中的 ∗值根据状态向量的维数、随机变量分布的先验知识

及西格马点围绕均值的散布等情况确定[ 10] , 在本例中为

11.

将 ) | k- 1中对应于四元数的部分利用3. 1中定义的 log函

数变换为四元数后构成 )k- 1 , 通过式 (8)、( 9)传播西格马点

集 ) k- 1得到点集 ) -
k 和 Y-

k . 对于 ) -
k 中的四元数部分, 利用

3. 1 中的方法计算其加权均值, 将均值变换为 R 3 中的向量

后,与利用加权重心算法计算得到的 ) -
k 中除四元数以外部

分的均值组合得到 x̂+-k ,由:

P-
k = #

2n

i= 0

wk{ [ ( )
+-
k ) i- x̂+-k ] [ ( ) +-k ) i- x̂+-k ] T } (11)

ŷ -
k = #

2n

i= 0

w i( Y
-
i ) i (12)

完成时间更新.其中, 四元数部分各点与均值间的差值在计算

均值的最后一次迭代中,实际上已经得到.

) 测量更新

Pŷ
k
ŷ
k
= #

2n

i= 0

w i { [ ( Yk ) i- ŷ -
k ] [ ( Yk ) i- ŷ -

k ] T} + Rk (13)

Px
k
y
k
= #

2n

i= 0

w i{ [ ( )
+-
k ) i- x̂+-k ] [ ( Yk) i- ŷ -

k ] T} (14)

Kk= Px
k
y
k
P- 1

ŷ
k
ŷ
k

(15)

x̂+k= x̂+-k + Kk [ yk- ŷ -
k ] (16)

Pk= P-
k - KkPy

k
y
k
KT

k (17)

将 x̂+k中对应于四元数的部分变换为四元数后即可得到

x̂ k.

∗k= k+ 1,转至( .

4 � 仿真结果

� � 鉴于四元数不直观, 采用欧拉角设定载体的角动态分别

为:偏航角 # = +sin
+
30

t 、俯仰角 ∀=
+
8

sin
+
10

t+
+
4
和横

滚角 ,=
+
4

sin
+
15

t+
+
2

; 文献[ 4]同样是研究基于重力场

和地磁场矢量观测的姿态估计算法问题,为了便于比较, 参照

文献 [ 4] , 设定传感器

的测量精度 ( 1%) 为:

磁强计 5mG, 加速度

计 10mg; 采样频率为

20Hz;仿真时间 60秒.

分别采用本文 3. 2 中

的算法和文献 [ 4] 中

的算法同步处理完全

相同的仿真数据, 结

果如图 1 和图 2所示 .

其中, 图 1 为四元数

估计值曲线, 图 2 为

四元数估计误差曲

线, 曲线中的真值根

据假设的载体角动

态, 利用欧拉角与四

元数之间的换算公式

计算得到.

图 3 示出了每一

步估计值对应的欧拉

角误差曲线, 以便进

行直观评判.

为便于进一步比

较, 将估计误差的标

准差进行了统计运

算, 表 1和表 2 列出了

不同方法估计误差的

标准差, 表 2 中还同

时列出了利用几何关

系直接计算方法所对

应的标准差.

表 1 � 四元数估计误差标准差�

误差 项 −q0 −q1 −q2 −q3

本文算法 0.0025 0. 0027 0. 0022 0. 0022

文献 4算法 0.0039 0. 0030 0. 0035 0. 0032

表 2 � 对应欧拉角估计误差标准差

误差 项 −.(,) −∀(,) −/(,)

本文算法 0.3975 0. 3073 0. 2407

文献 4算法 0.5967 0. 3753 0. 3725

直接计算方法 0.8290 0. 6169 0. 5690

� � 从误差曲线和

表格中可以看出,

本文所提算法的估

计精度比直接计算

值的精度要高出一

倍,与文献[ 4]的方

法相比, 精度也有

明显提高, 而且与

文献[ 4]算法不同,

本文的算法不需要确切知道当地地磁场矢量,因而可以实现自

主姿态测量. 本方法的另一个优点是可以同步提供载体的姿态

角速率信息.

由于算法中采用了3. 1 中定义的四元数对数与指数函数进

行计算,因此其内在严格保证了四元数估计值具有单位长度,因

而不再需要进行归一化处理,这也是本文算法的一个优点.
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5 � 结论

� � 本文对基于地球重力场和磁场矢量观测进行姿态测量的

算法问题进行了研究,针对现有算法的不足, 根据载体姿态估

计的过程方程和观测方程具有强非线性的特性, 提出了一种

新的四元数- UKF 算法. 该算法不需要确知地磁场矢量, 可

以实现完全自主的姿态测量,且可以同步提供载体姿态角速

率信息.算法本身内蕴了对四元数单位长度的限制, 不再需要

对四元数估计值进行归一化处理. 仿真结果表明了新算法可

以明显提高测量精度.
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